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Punteggio
(1) Dopo aver mescolato un mazzo di 40 carte Arturo scopre una carta per volta ﬁnché non
compare l'asso di denari. Basilio mescola un altro mazzo di carte e e scopre una carta. Se
non è l'asso di denati rimischia tutte le carte e ne riscopre una. Ripete l'operazione ﬁnché
non trova l'asso di denari. Siano X ed Y le variabili "numero di carte scoperte da Arturo e
Basilio" rispettivamente.
(a) Determinare le densità delle variabili X ed Y ;
(b) Determinare la media di X ed Y ;
(c) Determinare la funzione di ripartizione di max(X, Y ).
Soluzione. (a) nel caso di Arturo abbiamo evidentemente che la probabilità che l'asso di
denari sia la i-esima carta è 1
40
dato che le carte sono state mischiate uniformemente. Ab-
biamo quindi che la densità di X è la densità uniforme su {1, 2, . . . , 40}.
pX(i) =
{
1
40
se i = 1, 2, . . . , 40
0 altrimenti.
La variabile Y è un tempo di primo successo in uno schema successo-insuccesso con ripe-
tizione. Quindi Y ha densità geometrica modiﬁcata di parametro 1
40
(probabilità di avere
un successo al primo tentativo). Si ha quindi
pY (i) =
{
1
40
(
39
40
)i−1 se i = 1, 2, . . . ,
0 altrimenti.
(b) La media di X è data da
E[X] =
40∑
i=1
ipX(i) =
1
40
(1 + 2 + · · ·+ 40) = 20.5;
La media di una variabile geometrica modiﬁcata di parametro p à data da 1/p e quindi in
questo caso abbiamo E[Y ] = 40.
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(c) Sia Z = max(X, Y ). Le funzioni di ripartizione di X ed Y sono date da (per valori di
k interi positivi)
FX(k) =
{
k
40
se i = 1, 2, . . . , 40
1 se k > 40
e
FY (k) = 1−
(39
40
)k
.
Sfruttando il fatto che X ed Y sono chiaramente indipendenti abbiamo
FZ(k) = P (max(X, Y ) ≤ k)
= P (X ≤ k), Y ≤ k)
= FX(k)FY (k)
=
{
k
40
(1− (39
40
)k
) se i = 1, 2, . . . , 40
1− (39
40
)k
se k > 40
(2) Un vulcano ha 2 crateri. Essi hanno un tempo di rottura, con conseguente eruzione, di
densità esponenziale di media 50 e 100 anni rispettivamente, indipendenti l'uno dall'altro.
(a) Determinare la densità della variabile "tempo di eruzione del vulcano";
(b) Determinare la probabilità che ci sia (almeno) un'eruzione nei prossimi 100 anni;
(c) Determinare la probabilità che entrambi i crateri diano origine ad almeno una eruzione
nei prossimi 70 anni.
Soluzione. (a) Siano X ed Y le variabili tempo di eruzione dei due vulcani. Per ipotesi
quindi X ha densità esponenziale di parametro 1
50
e Y ha densità esponenziale di parametro
1
100
. La variabile tempo di eruzione del vulcano è data da Z = min(X, Y ). Ricordando (o
rifacendo) l'esempio visto in classe (vedi anche il libro a pagina 96) concludiamo che Z ha
densità esponenziale di parametro 1/50 + 1/100 = 3/100.
(b) Bisogna calcolare P (Z ≤ 100) = FZ(100) = 1 − e− 3100100 = 1 − e−3 = 0.95. (c) In
questo caso bisogna considerare la variabile max(X, Y ) e calcolare
P (max(X, Y ) ≤ 70).
Si ha P (max(X, Y ) ≤ 70) = P (X ≤ 70)P (Y ≤ 70) = (1− e− 15070)(1− e− 110070) = 0.379
(3) Siano X1, . . . , X100 variabili indipendenti uniformi su {1, 2, 3, 4, 5, 6} e Y1, . . . , Y100 variabili
indipendenti uniformi sull'intervallo [1, 6]. Poniamo X = X1 + · · ·+X100 e Y = Y1 + · · ·Y100.
(a) Determinare la media e la varianza di X e di Y
(b) Determinare P (Y > 370);
(c) Determinare P (X > 370).
Soluzione. La media delle Xi è E[Xi] =
1
6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7
2
. La media delle Yi
è il punto medio dell'intervallo [1, 6] e quindi è sempre 7
2
. Per calcolare la varianza delle Xi
determiniamo la media di X2i abbiamo: E[X
2
i ] =
1
6
(1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) = 91/6 e quindi
Var(Xi) = E[X
2
i ]− E[Xi]2 =
91
6
− 49
4
=
182− 147
12
=
35
12
.
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La varianza di una variabile uniforme nell'intervallo [a, b] è data da (b−a)
2
12
e quindi nel nostro
caso abbiamo Var(Yi) =
25
12
. Abbiamo quindi E[X] = 100·E[X1] = 350, E[Y ] = 100·E[Y1] =
350, Var(X) = 100 · Var(X1) = 8753 , Var(Y ) = 100 · Var(Y1) = 6253 .
(b)Per il teorema limite centrale abbiamo Y ∼ N(350, 625
3
) e quindi
P (Y > 370) = P (ζ0 >
370− 350√
625/3
) = P (ζ0 > 1.38) = 1− Φ(1.38) = 1− 0.916 = 0.084.
(c) Similmente abbiamo X ∼ N(350, 875
3
) e facendo la correzione di continuità visto che X
è una variabile discreta abbiamo
P (X > 370) = P (ζ0 >
370.5− 350√
875/3
) = P (ζ0 > 1.20) = 1− Φ(1.20) = 1− 0.885 = 0.115.
